
Dabei bedeutet y0= - ^ • (,u2 n)/k T die konstante 
diamagnetische Suszeptibilität pro Volumeneinheit 
der freien Elektronen im Magnetfeld. 

Die Formel (59) zeigt eine Verminderung der 
Konstante der diamagnetischen Suszeptibilität der 
freien Elektronen im Magnetfeld durch den Einfluß 
des Gitterpotentials. 

9 A . JANUSSIS, Phys. Status Solidi 7 , 7 6 5 [ 1 9 6 4 ] . 

Eine ähnliche Formel wie (59) ist vom Autor 9 in 
einer früheren Arbeit entwickelt. 

Aus der Formel (51) zeigt sich wieder, daß die 
Singularitäten der Zustandssumme, die für die Be-
rechnung des H A A S - V A N ALPHEN-Effektes 10 erforder-
lich sind, genau an der Stelle der freien Elektronen 
auftreten und unabhängig von der Bindung des Fest-
körpers sind. 

1 0 A . H . WILSON-, P r o c . C a m b r i d g e P h i l . S o c . 4 9 , 2 9 2 [ 1 9 5 3 ] . 

Näherungsansätze zum Ising-Modell nach einer neueren Diagrammentwicklung I 
H . HARTMANN u n d H . P . NEUMANN 

Institut für Physikalische Chemie der Universität Frankfurt am Main 

( Z . Natur forschg . 22 a. 6 0 4 — 6 1 2 [1967] ; e ingegangen am 17. S e p t e m b e r 196) 

Die „Selbstenerg ien'" Gn in * wurden durch näherungsweise Auswertung einer größeren Klasse 
von Selbstenergiediagrammen approximativ berechnet. Das Gleichungssystem ( 3 . 3 ) in 1 für die 
renormierten Semiinvarianten wurde umgeformt und durch zusätzliche Näherungsannahmen verein-
facht. Durch Näherungsansätze für die Semiinvarianten M.2, M3,.. . konnten einfache Gleichungen 
für die Magnetisierung Ml hergeleitet werden. Diese Gleichungen wurden numerisch gelöst. Auf der 
Grundlage der Beziehungen (3 .5 ) und (4 .8 ) in 1 wurden ferner die innere Energie, die freie Ener-
gie und die Atomwärme des zweidimensionalen IsiNc-Ferromagneten sowie die Druck-Dichte-Isother-
men des zweidimensionalen Gittergases numerisch ausgerechnet. 

In einer Serie moderner Arbeiten 1 - 3 wurde eine 
ältere Reihenentwicklung 4 der freien Energie / c des 
IsiNG-Modells nach dem Parameter ß=l/kT (T = 
absolute Temperatur) mit THiELEschen Semiinvarian-
ten als Koeffizienten zu einer Clusterentwicklung aller 
wichtigen thermodynamischen Funktionen des ISING-

Modells ausgebaut. Besonders in 1 wird ausführlich 
dargelegt, wie sich die Magnetisierung M x , die innere 
Energie f und die freie Energie / c als folgende Funk-
tionen der Selbstenergien G„ und der renormierten 
Semiinvarianten Mn darstellen lassen: 

M t = exp 

Mn 

J i 

3 * 
K 3.r* 

exp 2 
K= 1 

, 3* 
'K dxK 

Mn<>(x) 

mit 
d " 

Mn° (x) = d ; „ [In (2 cosh x) ], n = 0, 1, 2 , . . . , 

2 nMnGn P n = 1 

( 1 ) 

( l a ) 

(2) 

(3) 

1 
OO OO , /* , £ 

- ß f c = M0- I MnGn+ 2 , : nM„G„. 
11 = 1 W=1 - J s 

0 (4) 

Eine Selbstenergie Gn ist dabei die Summe aller ver-
texirreduziblen Diagramme, die mit n Linien an 
einem Fixpunkt aufgehängt sind. Jedem Diagramm 
entspricht ein Produkt der Form 

(ß vtJ) >> (ß vkh)h... (Mm (x)) • (Mmt (z))*... 

(vjj = Wechselwirkung zwischen Spin i und Spin j, 
ß = 1 /kT, x = ßH, H = Magnetfeldstärke). Jeder 
Linie im Diagramm korrespondiert ein Faktor ß v-tj 
und jedem Schnittpunkt von / Linien eine Semi-
invariante M,(x). 

Abb. 1. Selbstenergiediagramm aus G.,. 

Jedes Diagramm mit n Linien und dem topologi-
schen Index t erhält noch einen Symmetriefaktor 
1 /G(n, t), wobei G(n, t) die Ordnungszahl der vol-
len Symmetriegruppe des Graphs ist. 

Die Selbstenergien sind also Funktionen der 
renormierten Semiinvarianten Mn . 
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Mit M1 und / c sind auch die Druck-Dichte- (p — q) -
Isothermen bekannt, denn es gelten die Beziehungen 

Q(H) = ( l - M 1 ( t f ) ) / 2 , (5) 

P(H) = -(fc(H)+v(0)/2 + H). (6) 
I S I N G 

Eine Lösung des fundamentalen Gleichungssystems 
(1, 1 a) setzt nun voraus, daß die funktionale Ab-
hängigkeit der G„ von den A//v- zumindest approxima-
tiv bekannt ist. Gx ist exakt gleich ß v ( 0 ) M i 

Go wurde bisher durch Summation aller Ringdia-
gramme mit einem Fixvertex approximiert. 

Abb. 2. Ringdiagramm mit Fixvertex. 

Im nächsten Abschnitt werden alle Gn bis zu be-
liebig hoher Ordnung n durch eine Approximation, 
die derjenigen von G2 ähnelt, angenähert. In den 
darauf folgenden Abschnitten werden Näherungs-
methoden zur Berechnung von , / c , £, p und o auf 
der Grundlage der Gin. (1) — (6) aufgestellt und 
numerische Ergebnisse angegeben. 

Näherungsweise Berechnung der Selbstenergien 

a) Allgemeine Beziehungen 

An Stelle von Ringen aus einfachen Bindungen, 
wie sie zur Berechnung von G2 benutzt wurden, sol-
len im allgemeinen Fall Gn nur Ringe aus Büscheln 
von einfachen Bindungen summiert werden, wobei 
die Knoten der Büschelringe Schnittpunkte von je-
weils n einfachen Bindungen sind. 

Es steht dabei die Erwartung im Hintergrund, daß 
die Gn durch die Büschelringe in gleicher Güte an-
genähert werden wie G2 durch die einfachen Ringe. 

b) 

Abb. 3. a) Büschelring mit Fixvertex (Hyperring) zu Gs. 
b) Büschelringe mit Fixvertex zu G4 . 

Ein Büschelring aus Gn besteht demnach aus mit-
einander alternierenden Bündeln von v bzw. n — v 
einfachen Bindungen, v kann die Werte v= 1, —, / 
annehmen, wobei X durch n — 2 X bzw. n = 2 / + 1 
definiert ist. Die Fälle n = 2 X und n = 2 X + 1 sind 
gesondert zu behandeln. Im Fall n = 2 X + 1 treten 
nur Ringe auf, die aus einer geraden Anzahl von 
Büscheln zusammengesetzt sind. Für den Index v gilt 
v =\- n — v. Ist n = 2 X, so treten neben solchen Ringen 
auch noch Ringe mit einer beliebigen Anzahl von 
Büscheln auf. Sie haben den Index v = n — v = X. Dies 
ist auch aus Abb. 3 ersichtlich. Bezeichnet man den 
Beitrag aller Hyperringe vom Index v mit v 4= n — v 
zu Gn mit und den Beitrag aller Hyperringe 
vom Index v = n — v = X mit Sn\ so mögen im Ein-
klang mit den oben angestellten Überlegungen für 
die Gn die Ansätze 

+ i = (7) 
v — l 

^ = (8) 
V = 1 

2 = 1 , 2 , 3 , . . . , 

gemacht werden. 
Die Summationen der Büschelringdiagramme kann 

nun analog wie die Summation der einfachen Ring-
diagramme durch Übergang zu FouRiER-Trans-
formierten und Faltung bewerkstelligt werden. 

Bezeichnet man die FouRiER-Transformierte von ( f j ; ) v mit v-^(q), so liefern alle Hyperringe mit r 
Bündeln aus v einfachen Bindungen und r Bündeln aus n — v einfachen Bindungen n - v ) zu 
den Beitrag 

Z s(n,v) < " f ' < f - * > ' 7 . . . { - ß ( * , ) » - . (91 
<3i, -<5„ v ' v! (n — v) ! v\ (n — r)! v " v ' 

(<5, f...+<52r=0) 
1 , , y f ßv Mn »(") (q) ßn~* Mn v(n~v) (q) 1 \ 
V S ^ n > V > vi (n-v)\ Mnr 



5„ sind hierbei Abstandsvektoren zwischen zwei 
, i / Mn Gitterpunkten des IsiNG-Modells. Die Summation S xpAn)= 1 V y / /11 \ 

i ' 2 V q _ ß*vW(q) ' 1 ; 

wird über die erste BRiLLouiNsche Zone des rezi- 2! 
proken Gitters geführt, s(n, v) ist ein Symmetrie- . . 
, . T-i . t r• • _i_ i i in * Damit sind nach (7) und (8) alle bestimmt, faktor. Er ist 1 fur v =F n - v und 1/2 fur v = n — v = /. 
V ist die Anzahl der Gitterplätze. h) Approximative Auswertung der und 

Mit Hilfe von (9) erhält man durch Summation mU dem spezieuen Potential h v» = exp[ - y rJ] 
über alle r = l , 2 , . . . , co für #„(»> und 2Y"> die 
Ausdrücke: Die Summationen über die diskreten Parameter 

ß»vW (q) ßn-yv{n-y){q) i n u n d s i n d r e c h t schwerfällige 
j (n—v)! Mn Operationen. Es ist deshalb zweckmäßig, sie nähe-

= y ^ ßv~v(y)(q) ßn-y v(n-v)(q) o ' rungsweise durch Integrationen über unendlich 
v I (n—v)! große Integrationsbereiche zu ersetzen. Dies ist sicher 

(10) erlaubt, da die mittleren Atomabstände im Kristall 

sehr klein sind. Andererseits soll der Kristall aus statistisch-thermodynamischen Gründen sehr groß 
sein. ( 9 ) , (10) und (11) ändern sich dann entsprechend ab in die Beziehungen: 

oo oo 

Jd'd1...Jd'ö2rs(n,v) r ! (n_v)l X . . . X i V ! (Mn)2r (12) 
— co — oo 

, , 1 ('(ßv Mn v(y) (q) -2 n\r / ß>>~r Mn v(n~v) (q) - 2 jt \r 1 
S ^ v ) ( 2 , ) s J { vi j l (ra —)') ! j ' M « d < J f > 

— oo 
ßy v(y)(q) ßn-y v(n-y)(q) 

<pw=f d*a • (n~v)! (13) 
J q , ß'vW(q) ßn-y v(»-y)(q) , , ' 

v! (n — v) ! {2nMn)~ 

1 - f . J 1 

mit 

v « (q) = paj'P J dösexp[-vy(ö12 + ...+ <5Ä2)] • e x p [ i ( g 1 d 1 + ... + qsds)] (15) 

(5 ist die Dimension des Gitters des IsiNG-Modells. Es sollen hier die beiden Fälle s = 2, 3 betrachtet werden). 
Das Integral (15) ist geschlossen ausführbar. Es ergibt sich: 

® w ( ? ) = ( 2 - 7 ) ^ exp[ - (q 2 + . . . + q2)/4 y v] . (16) 

Einsetzen von (16) in (13) und (14) führt auf die Integrale 
ßn exp[ — nq2/v(n — v) 4 7] Mn 

<I> 
.1 ' 1 __ Pn exj 

vi (n — v) ! ( 4 y 2 v ( n - v ) ) s / 2 

e x p [ — q 2 / 4 y /.]\2 

00 r —R L * I \ - / _ / J -—« 

>(«) f # a v\(n-v)iyy2v(n-v))sß 
• ' ß»exp[-nq2/v(n-v) 4y] (2?i)s (Mn)2 ' V 

OO J- . / X . / * f» , X V - ICt 

1 f d - o V ( 2 ^ ) Ä / 2 J M " (18) 
2 / " . Z?-1 exp fq 2 / 4 y Xl (2 rr)s/2 A/„ ' V ' /g* e x p [ g 2 / 4 y A] (2 gt)»/8 ' 

ist eine Konstante. 



Beim zweidimensionalen Problem (5 = 2) sind die Integrale (17) und (18) geschlossen integrierbar. Man 
erhält die Formeln: 

ßll {MN) 2 7L2 

v! (ra — v) ! y2 v (ra — v) 
<£„(«)=_ Win-v) l n 

71 n Mn 

ßl 
2 2! 

1 -

2! y). 
1 + ßY ' Z l n ßX 71 MN 

1 
ßl- 71 MN 

yXXl 

(19) 

(20) 

Im dreidimensionalen Fall (5 = 3) kann (17) und (18) auf folgende eindimensionale Integrale reduziert 
werden: 

< £ ( n ) = y v(n-v) r 
(2 n ) 3 n M n J a ( / s 1 

(2jz ^"(Mn)2 

vi (n—v) ! (4 ysv(n-v)) - v \ w * e x P t ~ 1 1 ^32 /4 

oo 

(21) 

(22) 

Nimmt man nun an, daß die renormierten Semi- Im dreidimensionalen Fall ergeben sich in analoger 
invarianten M2, M3, . . . kleine Korrekturgrößen Weise für die Selbstenergien Gn die Näherungs-
sind (Faktor x Mn < 1 ) , so kann man ( 1 9 ) , ( 2 0 ) , formein: 
(21) und (22) in eine TAYLOR-Reihe entwickeln und / N y/s M2X+X 1 0 + 

nach dem ersten Glied abbrechen. (19) - (22) ver- ^ +1 = \ y ( 2 A+l ) ) (2 2 + 1) ' 
(29) 

G - F E R I ^ F I ^ - D . ( 3 0 , 
A = 1, 2, 3 , . . . . 

einfachen sich dann erheblich. Man erhält für das 
zweidimensionale Modell 

ßn 71 Mn 

y vi (n—v) ! ra ' 
1 ßn 7T MN 

2 y ( / ! ) 2 ra ' 
Für das dreidimensionale Modell ergibt sich: 

(23) 

(24) 

<p(n)_(jL)S,>- ß_lM* 
v " \ y n j v! (ra — v) ! ' 

Xpln) = 
71 \U ß" Mn 

aiy2 y n 

(25) 

(26) 

Mit den Ausdrücken (23) — (26) lassen sich in (7) 
und (8) die Summen mit Hilfe des binomischen 
Satzes leicht ausrechnen. Für die Selbstenergien Gn 

resultieren so im zweidimensionalen Fall die For-
meln : 

C a u i - 2 
v — l 

„ ß2X+t M2i+x v 1 
y(2 2 + 1) " „ t l v! (2 2 + 1 - v ) ! 

Umformung und Vereinfachung 
des Gleichungssystems (1) und (1 a) 

Die Gin. (1) und (1 a) mit Exponentialdifferen-
tialoperatoren haben eine sehr unübersichtliche Form. 
Eine erste Maßnahme zu ihrer Vereinfachung ist die 
Diagonalisierung der Exponentialdifferentialopera-
toren durch FouRiER-Zerlegung von tanh x. 

Für tanh x existiert die FouRiER-Darstellung 6 

oo ^ 
jlfi® Or) = tanh x — JMx {k) exp [ikx] dk (31) 

— oo 
ü n\ 1 • ti\ exp[ —JT | k |/2] 

(A) = - r « g n ( Ä ) i _ e x p P . - , |/c !] 

Damit gehen (1) und (1 a) über in das System 

2i + l (2 2 + 1 ) ! 
Mx{x) = / e x p 

G-2/ +1 = 

7(2 2 + 1)-2(2 2 + 1)! \ vt"0 vi (2 2 + 1—v) ! 
„ ß2X + l M.2X + X 

- 2 

2 GK(M,,...,Mn,...)(ik)' 

Mx(k) exp[iky] dk ( 3 2 ) 
oo oo 

7(2 2 + 1) (2 2 + 1)! 
- ( | 2 2 ' + 1 - 1 ) , (27) 

2 = 1 , 2 , 3 , . . . , 
ebenso 

71 ßM M2X 

7 - 2 2 (2 2) G « = 2 = 1 , 2 , 3 , . . . 
(28) 

Mn (*) = / e x p [ 2 Gr (Mt, . . . , Mn, . . .) (i k) K ] 
-OO K= 2 

• [ik)n-xMx(k)^[iky] dk ( 3 2 a ) 

n — 2, 3, 4 , . . . , 

F. OBERHETTINGER, Tabellen zur FouRiER-Transformation. 



wobei y die Funktion 

y=ßv(0) Mx{x) + x (33) 

ist. 
Man hat nun mit (32) und (32 a) immer noch ein 

unendliches Gleichungssystem für die unendlich vie-
len unbekannten Funktionen Mx(x), M2(x),..., 
vorliegen. Wie in 1 gezeigt wurde, hat nur die Semi-
invariante Mx physikalische Bedeutung. Mx ist näm-
lich identisch mit der Magnetisierung des IS ING-

Ferromagneten. Alle höheren Semiinvarianten sind 
nicht direkt physikalisch interpretierbar. Sie scheinen 
die Rolle von Hilfsgrößen zu spielen, und es wird 
zweckmäßig sein, sie zu eliminieren. Eine zentrale 
Stellung im Gleichungssystem ( 3 2 ) , (32 a) nimmt 

ein, so folgt die Integralgleichung 

M{u,y) = e x p [Fk(u, M (k, y) ,y)] (36) 

oder I n [ M ( u , y ) ] = Fk(u,M{k,y) ,y). (36) 

Die allgemeine Integralgleichung (36) ist für eine 
rechnerische Behandlung noch sehr kompliziert. j\uch 
ein Abbrechen der unendlichen Reihe F(u,M,y), 
kombiniert mit einer Verwendung der Beziehungen 
( 1 9 ) , (20) bzw. ( 2 1 ) , (22) für die näherungsweise 
Berechnung der Gn, schafft hier keine wesentliche 
Erleichterung. 

Betrachtet man die Semiinvarianten Mo , . . . , 
Mn, ... , wieder als kleine Korrekturgrößen wie im 
vorigen Abschnitt, was auf die Verwendung der 
Selbstenergien Gn ( 2 7 ) , (28) bzw. ( 2 9 ) , (30) hin-
ausläuft, so wird man auf eine einfachere Beziehung 
geführt. Es ergibt sich die Integralgleichung 

In[M(u,y)]= J°F(u, k, y) M{k,y) dk (37) 
— oo 

mit 
vi i \ A f j (k) e x p [ i k y\ ^ R l 
F(u, k, y) = T 2 ( — u k p) ai. In- 1 = 0 

(37 a) 

die Funktion 
oc 

M(k,y) = e x p [ I GK(M2, . . . , Mn,...) (ik)K] (34) 
A*=2 

ein. 

Mit ihrer Hilfe können alle Semiinvarianten in 
Integralform dargestellt werden. 

Da die Selbstenergien G2 , .. •, Gn , . . . noch funk-
tional von den Semiinvarianten M2 , ... , Mn , . . . 
abhängen, ist M (k, y) zunächst unbekannt. 

Man erhält für M(k,y) eine Integralgleichung, 
wenn man in (34) in den Selbstenergien Gk die 
Semiinvarianten M2 , . . . , M„ , . . . durch ihre Inte-
graldarstellungen mit M(k,y) als Kern beschreibt. 

(35) 

Dabei wurde die Vertauschbarkeit der unendlichen 
Integration mit der unendlichen Summation in (35) 
vorausgesetzt. Wegen des Verlaufs von Mx(k) ist 
diese Annahme wahrscheinlich richtig. Streng ge-
nommen müßte man sie jedoch an einer gefundenen 
Lösung nachträglich verifizieren. 

Setzt man in (32) alle Semiinvarianten M 9 , . . . , 
M „ , . . . = 0, so verschwinden auch alle Selbstenergien 
G2,..., G„, . . . und (32) reduziert sich auf die 
Magnetisierungsgleichung des WEissschen Modells 

Mx = tanh [ß v (0) Mx + x]. (38) 

Da das WEisssche Modell, wie aus dem Verlauf der 
Atomwärme ersichtlich ist, bis auf den kritischen 
Punkt zumindest qualitativ mit der Erfahrung in 
guter Ubereinstimmung ist, erscheint die Annahme, 
daß die Semiinvarianten M2, .. . , Mn, . . . als kleine 
Korrekturgrößen aufzufassen sind, in gewissem Maße 
gerechtfertigt. 

Im zweidimensionalen Fall kann man die unend-
liche Reihe (32 a) noch auf ein Integral transformie-
ren. Setzt man für a/ wegen (27) und (28) die Werte 

Führt man das Funktional 
OO / oo „ _ 

Fk (u, M(k, y), y) •= y d /d* M (k, y) (i k) Mx (k) exp [i k y ] , . . . 
1 = 2 \ oc 

/ M(k,y) {ik)n~Hlx{k) exp [i k y] dk,...)(iu)' 



Ferner bestehen die Beziehungen 

2 , „ = 2 /, = exp[x ] - x - 1 , 
1=2 1 Z = 2 

£ ( * ) = 2 / • / ! Z=2 
'!• exp [V] — x — 1 . , 
J ~> ~ dx . 

Mit Hilfe von ( 3 8 ) , (39) und (40) erhält man schließlich für F(u, k, y) in (37 a) die Formel 

7t Mt (k) exp [i ky~\ \ \ 
F{u, k,y) 

y ik 

Die Integralgleichung (37) in Verbindung mit (41) 
ist immer noch verhältnismäßig kompliziert. Es er-
hebt sich daher die Frage, ob man nicht durch ein-
fache Näherungsansätze für die renormierten Semi-
invarianten M2, ... , Mn, . . . zusammen mit den 
Näherungsausdrücken (27) — (30) für die Selbst-
energien und den Gin. (1) bzw. (32) einfache 
Magnetisierungsgleichungen aufstellen kann, die 
gegenüber dem WEissschen Modell verbesserte Lö-
sungen aufzuweisen haben. 

Näherungsgleichungen für die Magnetisierung 
auf der Grundlage der Gin. (1) und (32) 

Der einfachste Ansatz für Mn ist Mn°(y) mit 
y = ß v (0) M1 + x. Er bedeutet, daß man in (1 a) und 
(32 a) alle GK mit K 2 vernachlässigt. Die Mn°(y) 
haben aber noch nicht die Größenordnung von klei-
nen Korrekturgrößen. Dies kann man durch Multipli-
kation mit einer hinreichend kleinen Konstanten er-
reichen. 

Mn(x) = Cn(ß) Mno(y), 

y= ßv(0) Mt(x) +x. (42) 

Verwendet man (42) zusammen mit ( 27 ) , (28) bzw. 
( 2 9 ) , (30) in (32) und bricht man die unendliche 

Reihe 2 an einer endlichen Stelle /0 ab, so ergibt 
K=2 

sich folgende approximierte Magnetisierungsglei-
chung: 

oo _ 
Mt(x) = f d kMt(k) exp [i k y] 

• exp I GiXCjiß) Mi°(y)){i k)1 

y=ßv(0)M1 + x (43) 

Eine andere Möglichkeit entsteht, wenn man in (32) 
die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickelt und 
mit dem linearen Glied abbricht. Man erhält dann 

•I- L(-2ukß) -L(ukß) 

(39 a) 

(40) 

(41) 

wregen (2 ) die unendliche Reihe 
oc 

M1(x)=tanhy + 2 C| M°u1 (y). (44) 
1=2 

Ersetzt man in (44) die unendliche Reihe wieder 
durch ein Polynom und benutzt man ferner als 
Selbstenergien Gn die Gn aus ( 2 7 ) , (28) bzw. ( 2 9 ) , 
(30) in Verbindung mit dem Ansatz ( 4 2 ) , so erhält 
man eine weitere approximierte Magnetisierungs-
gleichung 

M, (x) = tanh y+ IG, (C, (ß) M? (y)) M°l + l (y), 
1=2 

y= ßv(0) Mt + x. (45) 

Für Gin. (43) und (45) wurde für das zweidimen-
sionale Problem je ein Beispiel auf einem Computer 
numerisch durchgerechnet. Für (43) wurde folgende 
Gleichung gewählt: 

M1(x) = / dkM1(k) exp[z'Ä?/] exp 2 GAikV 
1 = 2 

2 y 
Mi(x) +x 

(46) 

mit 

Gt = ßv(0) Mx = 

C3 = 

SM, 
2 y ' 
.1 ß* M3 

6 7 

G,= 
71 ß- Mo 

Y 

G,= 
7t ßi M4 

2 4 / C5 = 

4 1 7t ß6 M6 

4 3 2 

7t ß5 M5 

4 0 7 

(47) 

(47) 

und 

M, = C2 Mo°; M3 = C3 M 3 ° ; M4 = - C4 M4° | ; 
M5 = C5y\M5»\/\y\; M, = C«\M» | ' (48) 

[M2°, . . . , M6° w-ird nach Formel (2) berechnet]. 
Die Beträge in A/ 4 , . . . , MG mußten genommen 

werden, damit die Konvergenz des Integrals in (46) 
gewährleistet ist. Insofern weichen die Semiinvarian-



ten in (48) etwas von dem Ansatz (42) ab. Als 
Cn(ß) wurden einfach die Potenzen Cn der Konstan-
ten C genommen. 

Durch geeignete Wahl von C und y hat man noch 
die Möglichkeit, die Resultate besser an die empiri-
schen Werte anzugleichen. 

Als Beispiel für (45) wurde die Gleichung 

M J z ^ t a n h y - f 
1=2 

y = 2 y + * 
(49) 

mit 

Go = 
JI ß2 Mo 

2 y 
G3 = 

ji ß»Ms 

6y 
MO — C~ M.2Q ; 

MS = C3 M3° 

{C = konstant) numerisch gelöst. 
Durch die Integration 

U=-JMX{H') dH' + CINT 
o 

(50) 

wurde aus den Lösungen von (46) und (49) die 
freie Energie numerisch bestimmt. Die Integrations-
konstante C;nt in (50) wurde dabei durch die Be-
dingung 

lim — - v (0) + H) 

festgelegt, was besagt, daß bei unendlich großen 
Feldstärken nur noch eine einzige Konfiguration 
(alle Spins in Richtung von H ausgerichtet) prak-
tisch vorliegt. 

Mit Hilfe von ( 4 6 ) , (49) und (50) wurden unter 
Benutzung von (5) und (6) die Druck-Dichte-Iso-
thermen des Gittergases berechnet. 

Als Grundlage zur Berechnung der inneren Energie 
diente Formel ( 3 ) . Durch Verwendung der Lösungen 
von (46) und (49) in Verbindung mit (47) und 
(48) wurden nach (3) folgende Energieformeln aus-
gerechnet : 

e = -

1 

I ß 

1 
2ß 

/52M,2+ I nC»M «{y) Gn 
L< n=2 

ß M 2 

9 ; y + I n C" Mn°(y) Gn 

(51) 

(52) 

ß Mi y „ r + x 
J 2 y 

Die Atomwärme Cu wurde durch numerische Diffe-
rentiation aus 

Cu = - k ß 2 ( d s / d ß ) ( 5 3 ) 
bestimmt. 

In den nachfolgend aufgeführten Tabellen werden 
einige repräsentative Werte angegeben. Wichtige 
Kurven sind in Abb. 4 — Abb. 7 aufgetragen. 

Die kritische Temperatur entsprechend (46 ) ergab 
sich durch Extrapolation zu 

ßc = l / k T ( i = 0 , 2 4 . 

ITi(O) e(0) Cu(0)/k 

0,02 
0,06 
0,10 
0 , 1 4 
0,18 
0,22 

0,26 
0 .30 
0 ,34 
0 ,38 
0 ,42 
0 ,46 

0,0 
0,0 
0,0 
0,0 
0,0 
0,0 

0 ,6595 
0 ,7982 
0 ,8659 
0 ,8999 
0 ,9173 
0 ,9268 

1 ,570 
4 , 7 1 2 
7 , 8 5 4 
1 ,099 
1 ,413 
1,727 

• 1,087 
1 ,592 

• 1 ,874 
2 ,024 
2 ,103 
2 ,147 

i o - 6 

l O " 6 

10-5 

10-5 
10 -5 
1 0 - 5 

7 , 8 5 4 • 1 0 " 5 

1,539 • 1 0 - 5 

2 , 5 0 0 • I O - 5 

6 , 6 5 0 • I O - 5 

1 ,5305 
0,8008 
0 . 5 8 7 5 
0 . 3 8 5 0 

Tab. 1. Magnetisierung, Energie und Atomwärme des zwei-
dimensionalen IsiNG-Modells mit dem Potential V i j = e ~ y r u t 

und den Parameterwerten H = 0 ; C = 0 , 1 ; 7 = 0 ,1 nach Gl. 
(46) , (51 ) , (53) . 

ß e(0) Cu(0)/k 

0 ,02 0 ,0 - 7 , 853 • 10" -6 

0 ,06 0 . 0 - 2 ,356 • 10" -5 1 ,413 • 10" -6 
0 , 1 0 0 ,0 - 3 ,926 • i o - -5 3 . 9 2 6 • 10" -6 
0 ,14 0 , 0 - 5 ,497 • 10" -5 7 , 6 9 6 • 10--6 
0 ,18 0 , 0 - 7 .068 • 10" -5 1 ,270 • 10--5 

0 ,22 0 .7962 - 0 . 6 1 5 1 ,368 
0 ,26 0 ,7434 - 1 , 3 8 1 0 , 9 6 0 
0 . 3 0 0 ,8530 - 1 , 8 1 9 0 , 7 4 2 
0 . 3 4 0 .9113 - 2 ,076 0 , 5 6 9 
0 ,38 0 .9448 - 2 . 2 3 2 

Tab. 2. Magnetisierung, Energie und Atomwärme des zwei-
dimensionalen IsiNG-Modells mit dem Potential vn = e~? ru~ 
und den Parameterwerten H = 0 ; C = 0 , 1 ; 7 = 0,1 nach Gl. 

(49) , (52 ) , (53) . 

Für die kritische Temperatur nach (49) wurde der 
Wert 

ßc = 0,21 
extrapoliert. — Mit Hilfe von (6) ergab sich für den 
kritischen Druck 

Pc = 0,83 . 

Diskussion 

Ein Vergleich der in Abb. 4 und Abb. 5 auf-
getragenen Kurven mit den Ergebnissen des exakten 



Abb. 4. Spontane Magnetisierungen des zweidimensionalen 
IsiNG-Modells. 1 = WEISS sches Modell (>- = 0 , 1 ) , 2 = Gl. ( 49 ) 

( 7 = 0 , 1 ; C = 0 , 1 ) , 3 = G l . ( 4 6 ) ( 7 = 0 , 1 ; C = 0 , 1 ) . 

Abb. 5. Atomwärmen des zweidimensionalen IsiNG-Modells 
( H — 0 ) . 1 = G1. (46) und (51) (7 = 0 , 1 ; C = 0 , 1 ) , 2 = G1. 
(49) und (52) (7 = 0 , 1 ; C = 0 ,1 ) , 3 = WEisssches Modell 

(7 = 0,1). 
zweidimensionalen IsiNG-Modells in 7, Seite 596, 
599, (5 78) zeigt, daß schon die relativ einfachen 
approximierten Magnetisierungsgleichungen (46) 
und (49) in Verbindung mit den Energierelationen 
(51) und (52) gegenüber dem WEissschen Modell 
bezüglich der Lage des kritischen Punktes und des 
Verlaufs der Atomwärmen im unterkritischen Bereich 
zu verbesserten Resultaten führen. 

Mit Hilfe von (3) bzw. (51) und (52) ist aus 
(53) ersichtlich, daß ein steilerer Verlauf der spon-
tanen Magnetisierung als Funktion von ß mit einem 

7 A. MÜNSTER, Statistische Thermodynamik, Berlin 1956. 

Abb. 6. Druck-Dichte-Isothermen des zweidimensionalen Git-
tergases errechnet aus ( 4 9 ) , (50) und (6) (7 = 0 , 1 ; C = 0 ,1 ) . 

Abb. 7. Freie Energie des zweidimensionalen IsiNG-Modells 
nach (49) und (50) (7 = 0 , 1 ; C = 0 ,1 ) . 

stärkeren Anwachsen der Atomwärme CU im unter-
kritischen Bereich der engeren Umgebung des kriti-
schen Punktes zusammenhängt. Durch die Näherun-
gen ( 4 6 ) , (51) bzw. ( 4 9 ) , (52) wird, wie die 
Zahlenwerte der Atomwärmen in Tab. 1 und Tab. 2 
anzeigen, im überkritischen Gebiet eine Nahordnung 
beschrieben. Diese Nahordnung ist klein. Der Grund 
hierfür braucht jedoch nicht die speziell verwendete 
Näherung zu sein. Das Potential v-tj = exp [ — y r!;-2] 
mit dem Parameterwert 7 = 0,1 ist verhältnismäßig 
schwach und von langer Reichweite, so daß schon 
wegen dieser Tatsache keine große Nahordnung vor-
liegen kann. 

Der Verlauf der Atomwärmen CU nach den Nähe-
rungen ( 4 6 ) , (51) bzw. ( 4 9 ) , (52) in unmittel-
barer Umgebung des kritischen Punktes konnte durch 
die numerischen Rechnungen nicht genau bestimmt 



werden. Er wurde hier extrapoliert. Es ist möglich, 
daß die Atomwärmen Cu am kritischen Punkt sogar 
unendlich groß werden. Neben dieser Ungewißheit 
ist das Verhalten der Atomwärmen in der unmittel-
baren überkritischen Umgebung des kritischen Punk-
tes etwas unbefriedigend. Aus (51) bzw. (52) und 
den Ansätzen für die Semiinvarianten (42) , ( 48 ) , 
(49) sieht man, daß die Atomwärmen beim Uber-
gang vom überkritischen zum unterkritischen Gebiet 
einen Sprung haben, da in der Reihe (3) nur end-
lich viele Glieder berücksichtigt werden. Beim zwei-
dimensionalen exakten IsiNG-Modell springt dagegen 
die Atomwärme nicht am kritischen Punkt, sondern 
wächst vom überkritischen Gebiet her dort stetig 
gegen unendlich. 

Diese Diskrepanz rührt wahrscheinlich daher, daß 
in (51) bzw. (52) nicht alle Glieder von (3) berück-
sichtigt wurden, denn die Reihe (3) kann am kri-
tischen Punkt (y = 0) konvergieren, während ihre 
Ableitung nach ß dort divergiert. 

Es wird daher zum Studium der feineren Eigen-
schaften der Singularität der Atomwärme am kriti-

schen Punkt notwendig sein, alle Selbstenergien und 
Semiinvarianten zumindest in ausreichender Nähe-
rung bei der unendlichen Summation zu berücksich-
tigen. Dazu gehört auch ein tieferer Einblick in die 
Struktur der Semiinvarianten M2, M3, ... , Mn, . . . 
zum Beispiel mit Hilfe der Integralgleichung (37 ) . 

Die Näherungsgleichungen (46) , (51) liefern Er-
gebnisse, die der exakten Lösung noch näher kom-
men als die Resultate, die mit (49) , (52) erzielt 
wurden. Dies liegt wahrscheinlich hauptsächlich 
daran, daß die Approximation des Exponentialopera-
tors in (1) durch das lineare Glied eine zu grobe 
Näherung ist. 

Die numerischen Rechnungen wurden auf der Daten-
verarbeitungsanlage vom System IBM 7090 des Deut-
schen Rechenzentrums in Darmstadt und auf dem Elek-
tronenrechner Zuse Z 23 des Instituts für Physikalische 
Chemie der Universität Frankfurt am Main durchge-
führt. 

H. P. NEUMANN dankt der Deutschen Forschungsge-
meinschaft für das ihm gewährte Stipendium. 


